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Einleitnng. 

1.  Wir  sagen,  daß  irgendein  System  analytischer  Funktionen 

(1)  (jPi(«i,  t«j,  .  .  .,  Uj,       (f^iU^,  W«,  .  .  .,  //.J,       .  .  .,       cpju,.  Mo U^  ) 

der  m  unabhängigen  komplexen  Veränderlichen  ein  algebraisches  (rationales) 
Additionstheorera  besitzt,  wenn  diese  Funktionen  Gleichungen  der  Form 

(2)  (pM  +  ''v  «2  +  ^'2-  •  •  ;  W„.  +  O  =f,{(p  ((h,  fh,  .  .  .,  UJ;      (p(Vi,  V,,  .  . .,  vj  } 

(.•  =  1.  2,  .  .  .,  r>) 

genügen,  deren  rechte  Seiten  algebraische  (rationale)  Funktionen  der  2n  Funk- 
tionen 

(3)  <P„(Mu  ih,  ■  ■  ;  wj;      ^fX'^'v  h^  ■  ■  •'  ^m)  ^■"  -  ''  -•  ••■'"> 
sind,  bei  beliebigen  Werten  der  unabhängigen  Variabein  u..  v^. 

Wir  sagen  ferner,  daß  das  Funktionensystem  (1)  ein  verallgemeinertes  al- 
gebraisches (rationales)  Additionstheorem  besitzt,  wenn  die  Funktionen  /*,,  ne- 
ben den  Funktionen  (3)  auch  Ableitungen  derselben  algebraisch  (rational)  ent- 
halten. 

Betreffs  der  Funktionen  mit  algebraischem  Additionstheorem  gilt  in  dem 
Spezialfälle  n  =^  m  der  folgende  von  Weierstraß  ausgesprochene  und  von 
Painlev^^)  bewiesene  Satz. 

Satz  von  Weierstraß.  Wenn  ein  System  von  n  unter  einander  un- 
abhängigen analytischen  Funktionen  von  n  Veränderlichen  ein  al- 
gebraisches Additionstheorem  besitzt,  so  können  sie  als  algebra- 
ische Funktionen  von  Abelschen  Funktionen  mit  demselben  Perio- 
densystem oder  als  Degenerierte  solcher  Funktionen  ausgedrückt 
werden. 

Dif  vorliegende  Abhandlung  gibt  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  in 
demselben  Umfang,  in  dem  es  durch  den  Satz  von  Weierstraß  im  Spezialfälle 
n  =  m  geschehen  ist.  Dieser  Satz  ist  für  die  folgende  Darstellung  von  wesent- 
licher Bedeutung,  indem  unsere  Betrachtungen  als  eine  Zurückführung  des  all- 
gemeinen Falles  auf  den  von  Weierstraß  behandelten  Spezialfall  angesehen 
werden  können. 

Neben  dem  Satze  von  Weierstraß  werden  wir  von  den  Resultaten  Poin- 
car^s  Gebrauch  machen,  welche  er  in  seiner  Arbeit  „Sur  une  classe  noii- 
velle  des  transcendantes  uniformes"^)  veröffentlicht  hat. 


1)  P.  Painlev(5,  Sur  les   tbnctions  qui   admettent  nn   theoreme  d'addition.     (Acta 
matheraatica  27.  [1903].) 

2)  Journal  de  math^matique.  IT  s^rie,  VI  (1890). 


2  EiNLKITÜNG 

Den  Gegenstand  der  Poincareschen  Untersuchungen  bilden  die  Funktionen- 
systeme mit  rationalem  Multiplikationstheorem: 

(4)  (jp^  {x  u)  =  R^  (g?i  (m),  9P2  (M),  .  .  .,q>^  iu)),  (v  =  1,  a, . . ., « j 

wo 

|xl>  l 

ist.  Jedes  System  mit  einem  Additionstheorem  hat  offenbar  unendlich  viele 
Multiplikationstheoreme  derselben  Art,  während  das  Umgekehrte  im  allgemei- 
nen nicht  stattfindet. 

Den  Beweis  für  die  Existenz  analytischer  Lösungen  bei  dem  Gleichungs- 
system (4)  gibt  Poincare  vermittels  des  Majoranten prinzipes,  wobei  die  Ratio- 
nalität der  Funktionen  B^  jedoch  keine  wesentliche  Rolle  spielt. 

Die  Lösungen  des  Gleichungssystems  (4)  sind  in  der  ganzen  Ebene  ein- 
deutige, meromorphe  Funktionen,  welche  bis  auf  eine  Anzahl  Parameter 

ßl>      ßi7      ■  •  ;      ßn  (*  =  ») 

bestimmt  sind  (deren  Anzahl  in  den  hier  betrachteten  Fällen  gleich  n  ist).  Jene 
Lösungen  sind  zugleich  eindeutige  meromorphe  Funktionen  der  Größen 

und  besitzen  als  solche  das  Multiplikationstheorem 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  wir  uns  ausführlich  nur  mit  rationalen 
Additionstheoremen  und  Funktionen  einer  Veränderlichen  beschäftigen.  Wie 
aber  in  den  letzten  Kapiteln  dargelegt  wird,  behalten  unsere  Methoden  bei  den 
allgemeinsten  algebraischen  Additionstheoremen  und  bei  beliebiger  Anzahl  un- 
abhängiger Veränderlichen  ungeändert  ihre  Gültigkeit. 


I.  Punktionen  einer  Veränderlichen  mit  rationalem  Additionstheorem. 
3.  Wir  betrachten  in  diesem  Kapitel  Funktionalgleichungen  der  Form 
(5)       cp,  (m  +  v)  =  E,  { 9i  (w),  (jPj  (w),  ...,(p„  (u) ;  (p,  (v),  (p^  (v),  ■  .  .,  <p^  {v) } , 

(v  =  1,  8,  .  .  .,  n) 

WO  jR^  rationale  Funktionen  bezeichnen.  Diese  Gleichungen  werden  wir  auch  kurz 

(o)  <p^(w  +  v)  =  E^ { ()p(m);  (p (v) }  (•'  =  1, 8 n) 

schreiben. 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  (5)  ein  analytisches  Lösungssystem  besitzt, 
können  wir  die  rationalen  Funktionen 

(6)  ^v { a^i; ^2;  •  •  •; ^«;  yi,y-2,--, Vn \  =  ^^. U;  ^  1 

durch  eine  rationale  Transformation  gewissen  Bedingungen  unterwerfen. 
Es  seien 

a,     b,    c  ==  a  +  & 

irgend  drei  reguläre  Stellen  der  Funktionen  9  (m),  welche  die  Eigenschaft  haben, 
daß  die  Ausdrücke  R^{(p(u)]  (p{v))  für  keines  der  Wertpaare 

tt  =  «,  ü  =  &;     M  =  c,  ü  ==  —  a;     11  =  c,  c  ==  —  h 
unendlich  oder  unbestimmt  werden.  Wir  setzen  dann 

(7)  9),,  (m  +  C)  —  (p^  (C)  =  ty  («*)  (r  =  1,  2,  .  .  .,  ,0 

und  erhalten 

(^)  V'v(w  +  «)  =  <pXw  +  a  +  ü  +  ft)  -  (p,(c)  =  jRJ  9 (w  +  a);  9(1?  +  fe) }  -  (p,{c). 
Femer  ist 

<PAw  +  a)  =  9v(«*  +  c  +  (-6))-iJJ^(M)  +  <p(c);  <)p(-ft)}, 
^  ^^(v  +  fc)  =qp^(i,-fc  +  (-a))  =  J?,{T^(t;)  +  qp(c);  <)p(-a)}. 

Hieraus  geht  hervor,  daß  das  aus  dem  vorausgesetzten  Lösungssystem 

(10)  (Pj(w),     <p^(;u),     ...,     (p^{u) 

von  (5)  hergeleitete  Funktionssystem  (7)  ein  rationales  Additionstheorem 

(11)  ll^,(u  +  v)==R;{t{'l);  ^(ü)}  (..  =  1.2,.....) 
besitzt.  Diese  neuen  Funktionen  (7)  haben  den  Nullpunkt  m  ==  0  als  reguläre 
Stelle.^)  Ferner  nehmen  die  Funktionen 

(12j  R;{xi  y)  =  Ji;{x^,  x^,  .  .  .,  X,;  y„  .</,,  .  .  .,yj, 

i)  ujad  verBcb winden  in  diesem  Ponkie. 


4  ÜBER    SySTRME   analytischer    FUNKTIONEN 

wenn  sämtliche  Variabein  x  und  y  verschwinden,  endliche  bestimmte  Werte 
an.  Denn  es  ist  nach  (8)  und  (9) 

wo 

^{9^{c);  <Pi-h)],     R{(p{c);  (p(-a)} 
in  bestimmter  Form  auftreten  und  bzw.  gleich 

(p{a),     (p{b) 
sind;  man  hat  daher  für  i2„'(0,  0)  den  in  bestimmter  Form  auftretenden  Wert 

Die  rationalen  Funktionen  (12)  können  somit  in  Reihen  nach  positiven 
Potenzen  der  Variabein  x^jX^,  .  .  .,  x„,  yi,y^,  .  .  .,  .V„  entwickelt  werden,  wo 
keine  konstanten  Glieder  auftreten. 

4.  Nach  (11)  ist 

^,(w)  =  b;{^{u),  0),   ^x^)  =  i?;(o,  n,iv)). 

Anders  gesagt,  die  Gleichungen 

(13)  :,^^b:{x,0)^(),     y^,-R;(0,y)^0 

sind  erfüllt  für 

Unter  derselben  Bedingung  ist  also  nach  (11) 

(15)  tM  +  v)^  B;{x,  y)  =  Av  +  Vr  +  ^iX ,  ^2,  • .  M  ^„;  Vi,  7h,  ■■■,  VnX 
wo 

(16)  r,{x,  y)  =  R:{x,  y)  -  R:{x,  0)  -  72/(0,  y). 

In  den  Variabein  .•r,  y  gilt  identisch 

rjx,0)^0,     rXO,y)^0, 
woraus  hervorgeht,  daß  in  den  Entwicklungen  der  Funktionen  (16)  nach  Po- 
tenzen von  Xj,x^, . .  .,  x„;  y^,y^, .  .  .,y^  jedes   Glied  sowohl  ein  x  als  ein  y 
enthält. 

Vertauschen  wir  in  (15)  u  und  v,  und  somit  nach  (14)  x  und  y,  und  ad- 
dieren wir  zu  (15)  die  hierbei  erhaltene  Gleichung,  so  bekommen  wir 

tA^f'  +  v)  =  ^,  +  y,  +  ^(a?,  y), 
wo 

Ki^y  y)  =  Y  ( ^(^?  y)  +  n.O/'  ^) ) 

ist.  Die  Funktionen  r^{x,  y)  bleiben  somit  unverändert,  wenn  man  die  Variablen- 
reihen x^,x^,...,x^  und  yi,yi,  •  •  -yyn  miteinander  vertauscht. 

Die  durch  (7)  definierten  Funktionen  t^i(w),  %(u),  .  .  .,  ^„(w)  besitzen  so- 
mit das  rationale  Additionstheorem 

(l"?)  ^,iu>  -f  v)  =  ^^{ii)  -\-  t,{v)  +  ^(^(w),  t^  W). 

Indem  wir  unsere  ursprünglichen  Bezeichnungen  wieder  einführen,  können 
wir  die  bisherigen  Resultate  im  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Satz.  Jedem  Lösungssystem  des  gegebenen  rationalen  Addi- 
tionstheorems entsprichtein  Funktionensystem,  dasein  Additions- 
theorem der  Form 
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( 1 "')       <Py  {u-\-v)  =  i?,.  { (p  (u) ;  (jP  (v) }  =  qp^  (m)  +  <p^  (v)  +  rj(p (u) ;  cp  (r)) 

(r  =  1,  j, . . ., «) 

besitzt,  wo  rjx,y)  rationale  Funktionen  der  2n  Variabein  Xf,  y,.  be- 
zeichnen, die  den  Nullpunkt  als  reguläre  Stelle  haben  und  den  Be- 
dingungen 

r^(x,  y)  -  r„(t/,  xy,     r^,{x,  0)  =  0,     r,.(0,  y)  =  0 
genügen. 

5.  Es  werde  also  angenommen,  daß  die  Gleichungen  (17')  ein  analytisches 
Lösungssystem 

(18)  (JPi(m),      (JP2(W),      .  .  .,      (p„{u) 

besitzen,  wo  die   Funktionen  (18)  für  m  =  0  sämtlich  regulär  sind,  in  diesem 
Punkte  verschwinden  und  sich  nicht  sämtlich  auf  Konstanten  reduzieren. 
Es  seien  u,  v,  w  voneinander  unabhängige  Yariabeln  und 

(19)  or,.  =  gp.fw),     //,,  =  (p,(j) ,     s,  =  fpju\ 
Wir  bilden  die  Differenzen 


Q^Xy  y,  z)  =  (p^u  + 1?  +  w)  —  (p^u  +  ü  -f  m;)  = 

=  E,,{9?(mH-v);  <p{w)]—  R^.{^){u)',  (p{v^-w)], 
welche  mit  Rücksicht  auf  (5)  rationale  Funktionen  der  3n  Variabein 

(20)  X„       y„       0.  (/=l,2,...,n) 

sind: 

(21)  Q„{x,y,d)^K^{R{x',yy,z~R^x;R{y,z]]. 

Offenbar  müssen  die  Gleichungen 

(22)  QXx,y,z)^0 

in  den  Variabein  n,  v,  w  identisch  bestehen,  wenn  die  Funktionen  (19)  einge- 
führt werden. 

Wenn  nun  irgendeine  der  rationalen  Funktionen  (21)  in  bezug  auf  die 
Variabein  (20)  nicht  identisch  verschwindet,  so  hat  man  wenigstens  eine  alge- 
braische Gleichung  zwischen  den  Funktionen  (18).  Um  diese  Tatsache,  die 
für  das  Folgende  von  grundlegender  Bedeutung  ist,  vollständig  aufzuklären, 
beweisen  wir  den  folgenden 

Hilfssatz.  Es  sei 

irgendeine  algebraischeGleichungzwischendenw-w  Veränderlichen 

(24)  ^..  (::;::;::::) 

welche  identisch  erfüllt  wird,  wenn 

(25)  x^.^  =  ^X%) 

gesetzt  wird,   wo   9?^  analytische  Funktionen   und  m^  unabhängige 
Variabein  bezeichnen.    Dann  bestehen  zwischen  den  Funktionen  <p 
eine  oder  mehrere  algebraische  Gleichungen. 
Wenn  ferner 

(26)  P^(g)j,  «pj, . . .,  9,J  =  0  (x  =  i.j,...,9) 

ein  vollständiges  System  irrediizibler,  untereinander  unabhängi- 


6  Über  Systeme  analytischer  Fünktioken 

ger  Gleichungen  dieser  Art  ist,  so  daß  jede  algebraische  Relation 
zwischen  den  Funktionen  <p  eine  Folgerung  von  (26)  ist,  so  ist  die 
Gleichung  (23)  eine  Folgerung  der  Gleichungen 

(2')  -p.(^>.,^.,--,*,,)  =  o.  C:;;!::::;:) 

Zuerst  bemerken  wir,  daß,  wenn  q^  n  ist,  die  Funktionen  q)  sich  auf 
Konstanten  reduzieren,  so  daß  unser  Satz  offenbar  erfüllt  ist. 

Wenn  q  <.n  ist,  beweisen  wir  den  ersten  Teil  des  Hilfssatzes  durch  voll- 
ständige Induktion  in  bezug  auf  den  Index  m.    Wir  ordnen  das  Polynom  Q 
nach  Potenzen  der  Größen 
(28)  x^,  (.  =  2.v..,,„, 

wobei  die  Koeffizienten  Polynome  von 


1,2,. 


sind.   Es  sei 

(29)  Qi{Xn^n,--;^ni) 

ein  nicht  identisch  verschwindendes  unter  diesen  Polynomen. 
Wir  substituieren  jetzt 

^11  =  9i(wi),     x^i  =  qPsCWi),     .  •  .,     ^,.1  =-  fP„M- 
Wenn  das  Polynom  (29)  hierbei  in  m^  identisch  verschwindet,  ist  unsere  Be- 
hauptung richtig.    Wenn  nicht,  geben  wir  u^  einen  solchen  speziellen  Wert, 
daß  Qi  =^  0  wird,  und  erhalten  dann  aus  Q  ein  Polynom  der  Größen  (28),  das 
in  bezug  auf  diese  Größen  nicht  identisch  verschwindet,  wohl  aber,  wenn 

gesetzt  wird. 

Wenn  unsere  Behauptung  für  m  —  1  gilt,  so  gilt  sie  also  auch  für  m;  da 
die  Gültigkeit  derselben  für  m  =  1  evident  ist,  haben  wir  somit  bewiesen,  daß, 
unter  den  gemachten  Annahmen,  zwischen  den  Funktionen  cp^,  fp»,  ■  •  •■>  tPn  we- 
nigstens eine  algebraische  Gleichung  besteht. 

Der  Beweis  des  zweiten  Teiles  unseres  Satzes  ist  ebenso  einfach.  Wegen 
der  Unabhängigkeit  der  Gleichungen  (26)  definieren  dieselben  q  der  Funktio- 
nen tp,  sagen  wir  (p^,  (p^,  .  .  .,  <p  ,  als  algebraische  Funktionen  der  n  —  q  übri- 
gen <Pq^i,  ■  ■  -,  (pn,  zwischen  denen  aber,  nach  unseren  Voraussetzungen,  keine 
algebraische  Beziehung  stattfindet.  Hiernach  können  wir  zwischen  den  Glei- 
chungen (23)  und  (27)  die  Größen 

^1^;       ^'2/.'       •  •  •;       ^g,,  {,«  =  1,2....,»,) 

eliminieren  und  erhalten  in  dieser  Weise  eine  algebraische  Gleichung 

H5('^y  +  l,l'  •  •  •>  '^g  +  l,m'l   •  •  •'    ^n,l}   ■  •  •;  •^n,m)  '^  ^• 

Wenn  entgegen  unserer  Behauptung  (23)  nicht  aus  (27)  folgte,  wäre  diese 
Gleichung  keine  Identität.  Dagegen  wird  sie  von  den  Funktionen  (25) 
(v  =  g -f- 1,  . . .,  w)  sicher  erfüllt.  Nach  der  ersten  Hälfte  unseres  Satzes  würde 
aber  hieraus  folgen,  daß  zwischen  den  Funktionen  (p^  +  i,  ■■•,  <p„  wenigstens 
eine  algebraische  Gleichung  besteht,  was  mit  dem  oben  Gesagten  im  Wider- 
spruch steht. 

Unser  Hilfssatz  ist  hiermit  vollständig  bewiesen. 


FuNKTtONBN    EINBB    VERÄNDERLICHEN    MIT    RATIONALEM    AdDITIONSTHEOBEM 


6.  Im  allgemeinen. bestehen  nach  dem  Obigen  zwischen  den  Funktionen 
des  vorausgesetzten  Lösungssystems  (18)  von  (17')  gewisse  algebraische  Glei- 
chungen. Es  sei  wieder  (26)  ein  vollständiges  System  irreduzibler,  unterein- 
ander unabhängiger  Gleichungen  dieser  Art,  aus  denen  somit  jede  algebraische 
Beziehung  zwischen  den  genannten  Funktionen  eine  Folge  ist.  Weil  sich  nach 
unserer  Voraussetzung  die  Funktionen  (18)  nicht  sämtlich  auf  Konstanten  redu- 
zieren, ist 

(l<n. 

Auf  die  explizite  Bestimmung  der  Gleichungen  {2&)  werden  wir  später  zurück- 
kommen. 

Nach  §  5  werden  die  Gleichungen 

(30)  B^R{x;y};2]-B^[x;R{y,2]]=^0  (v  =  1.2,...,«) 

identisch  erfüllt,  wenn  man  die  Substitution  (19)  ausführt.    Andererseits  ist 
offenbar  für  alle  Werte  von  u  und  v 

Pxi^i (**  +  ^\  ^2 (^  +  ^))  •  ■  -j  ^,(«*  +  ^))  =  ^^  (X  =  1, 2, .  • ., ?) 

und  wenn  wir  hier  für  die  Funktionen  (p(u-\-v)  ihre  Ausdrücke  (17')  substi- 
tuieren, finden  wir,  daß  auch  die  Gleichungen 

(31)  P.XBAx',y],  B,{x',y\,  .  .  .,  B^x,  y])==  0  (.  =  1.2....,,) 
von  den  Funktionen  (19)  identisch  befriedigt  werden. 

Vermöge  unseres  Hilfssatzes  schließen  wir  hieraus  folgenden  allgemeinen 
Satz.    Eine  notwendige  Bedingung  für  die  Existenz  eines  ana- 
lytischen, für  w  =  0  regulären  Funktionensystemes  mit  dem  Addi- 
tionstheorem (17')  ist  die  Existenz  einer  Anzahl  q  (0  ^  'i  <  w)  unter- 
einander unabhängiger  algebraischer  Gleichungen 

(32)  'PAh,h,-;tn)-^  >-^.« ') 

derart,  daß  sowohl  die  Gleichungen  (30)  als  (31)  eine  Folgerung  der 
Gleichungen 

P^{x^,x^,.  .  .,:rj  =  0 

(33)  P^y^y^,  ■  ■  ■,  yJ  =  ^  (x=  i,2,..,v> 

sind. 

7.  Wir  behaupten  jetzt,  daß  die  im  obigen  Satze  genannte  Bedingung 
auch  hinreichend  ist. 

Die  Gleichungen  (32)  mögen  z.  B.  die  Größen  ^^^,,  . . .,  ^„  als  Funktionen 
von  /^,  /jj,  •     ,  ^p  (i?  =  w  — 5')  bestimmen: 

(34)  t^.  --=  T^if„t„  . .  .,  g  =  T^  (v  =  p  +  i,.. .. .) 

Man  kann  durch  geeignete  Wahl  der  Größen  a,  h,  c  in  (7)  stets  erreichen,  daß 
die  algebraischen  Funktionen  (34)  an  der  Stelle  <  =-  0  regulär  sind. 
Wir  setzen  nun 

(35)  B^.{x^,x^,...,x^,  'J-\^Ä^\  ■  ■  ■,T,Xx);  y^,y^, . .  .,y„,  T^,^  ^\y ),...,  2\{y)l 
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und  bemerken  sofort,  daß  wegen  der  Symmetrie  von  R{x-y] 

ist.  Nach  (17')  besitzen  dann  die  Punktionen  9?,  (m),  9'j(w),  .  .  ,  9^(w)  das  al- 
gebraische Additionstheorem 

(36)  gj^M  +  v)  =  S,. {  <p(m);  (p(v) } ,  (v  =  1, 3, . .  ..p) 
woraus  für  t;  =  m  das  Multiplikationstheorem 

(37)  (pj2u)  =  S,.{(p{uy,  (p(u)]=2(pM  +  A{<p(w)}  (■■  =  i.2,...,p) 

hervorgeht,  wo  A^  eine  im  Nullpunkt  reguläre  algebraische  Funktion  be- 
zeichnet, deren  Reihenentwicklung  mit  Gliedern  zweiten  oder  höheren  Grades 
beginnt. 

Auf  das  Gleichungssystem  (37)  sind  nun  die  Poincareschen  Resultate  in 
der  S.  1  genannten  Arbeit  anwendbar.  Das  fragliche  Multiplikationstheorem 
wird  in  allgemeinster  Weise  durch  ein  System  analytischer,  in  der  Umgebung 
des  Nullpunktes  regulärer  analytischer  Funktionen 

(38)  q>Ju)  ==  /3,,w  ...  (V  =  1, 2, . .  .,p) 

befriedigt,  wo  die  Koeffizienten  ßi,  ß^,  ■  ■,  ßp  unbestimmte  Parameter  be- 
zeichnen.   Wenn 

(39)  ß^U^-Uf  (,:=i,e,...,p) 

gesetzt  wird,  gehen  die  Funktionen  (38)  in  analytische  Funktionen 

(40)  g5,,(Mj  ,  Mg  .... .  H.J,)  (.=1,2,...,  p) 

der  p  unabhängigen  Veränderlichen  (39)  über,  und  sie  besitzen  als  solche  das 
algebraische  Multiplikationstheorem 

(41)  qp^(2Mi,  2^2, .  . .,  2Up)  =  2<pX'Ui,  «2, .  .  .,  Up)  +  ^J  <jp(wi,  u^,--,  %)  i 

(.  =  U2,...,p). 

8.  Wir  werden  jetzt  folgenden  Satz  beweisen : 

Salz.  Das  Funktionensystem  (40)  besitzt  das  algebraische  Ad- 
ditionstheorem 

(42)  (p^{ui  +  V, ,  W'2  +  t^ä,  •••,«>  +  ^p)  =  ^v { 9'(Wi ,  Mg, . .  .,  M^);  (p(v^,  v„  . . .,  v^) } 

(r=l,  2,...,p). 

Wir  zeigen  zunächst,  daß  die  Gleichungen 

(43)  SJS{x;y];^]  =- S,.{x;  S{y;  .^]  ] 

in  den  Variabein 

x„    y„    Zi  «  =  i,2,...,p) 

identisch  erfüUt  sind. 

In  der  Tat  ergibt  sich  aus  unseren  Voraussetzungen  (Nr.  6),  daß,  zugleich 
mit  (32),  wo  für  t  sukzessiv  x,  y,  z  zu  setzen  ist,  auch  die  Gleichungen 

KU-,y]-  TXIt,{x',y],  B,\x:y],  .  .  .,  Ii^\x',y]),  (.  =  p^i,.  ..,n) 
auf  Grund  des  Gleichungssystems  (31)  bestehen.  Mit  Rücksicht  hierauf  und 
aus  (35)  schließt  man  sofort,  daß  die  p  ersten  Beziehungen  (30)  die  Identitäten 
(43)  zur  Folge  haben. 

Aus  den  Gleichungen  (43)  und 

S^{x',y}^S^{y,x\ 
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ergibt  sich  das  Resultat,  daß  die  Ausdrücke 

in  bezug  auf  die  drei  Variablenreihen  x,  y,  z  symmetrisch  sind. 
9,  Wir  setzen  jetzt 

(44)  9.(0  -  <Pr{k,  <»,  •    .,  g  -=  2'awtl'tl\  . .  ,  4^ 
Es  seien 

OD 

(45)  SA<p{uy,cp(v)}^2{»,v),, 

Ott 

(45')  S^{S{ip(:uy,  <p(v)\;  <p{w)]^2{^,v,w]^ 

die  nach  homogenen  Gliedern  steigender  Ordnung  x  geordneten  Reihenentwick- 
lungen der  betreffenden  Funktionen.    Die  Ausdrücke 

sind  symmetrisch  in  bezug  auf  ihre  Variabelnsysteme,  und  es  ist,  wegen  der 
Identität  /S^  { ic;  0 }  ==  a;^, 

(46)  {m,ü}x=Mi  +  Vi;      {M,ü}^-{M,t;,0}^;      [u,0]^=^a^^y^\  .  .  .,4^. 

Wir  werden,  durch  Anwendung  vollständiger  Induktion,  beweisen,  daß 
sich  allgemein  {u,v} ^  auf  eine  homogene  Funktion  xter  Ordnung  der  p  Vari- 
abein 

Uf  i-  Vi  (i^i,i,. ... p) 

reduziert. 

Wir  nehmen  also  an,  unsere  Behauptung  sei  wahr  für  x  <  w  >  l.  Nach 
der  dritten  Gleichung  (46)  ist  dann 

(47)  {u,v} .-2y) K  -f- v^f^  (w,  +  v^f-. .  .  (w,  + 1;,/> 

für  X  —  1,  2, .  . .,  w  —  1.  Weil  nach  Nr.  7  ä,  {a;;  y}  in  der  Umgebung  des 
Nullpunktes  eine  Darstellung  der  Form 

(48)  S^x,y]^x,-^y^  +  Ä^{x',y\ 

besitzt,  wo  A^  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  fortschreitende  Reihe  be- 
zeichnet, deren  jedes  Glied  sowohl  ein  x  als  ein  y  enthält,  so  ergibt  sich  durch 
Vergleichung  der  homogenen  Glieder  «ter  Ordnung  der  beiden  Seiten  der 
Gleichung  (45')  eine  Gleichung  der  Form 

(49)  \^'^,w]„^{u,v)^'\-g^{{u,v)^,w\, 
wo  g^  eine  ganze  Funktion  von  w  und 

bezeichnet.    Wegen  (47)  ist  also 

(50)  [u,  t;,  w}„={m,  t;}„  +  j6,,^(Mi  +v,)'\  . .  {%  +  v^pu^,\  .  .  vf/ 

wo  in  einem  und  demselben  Gliede  weder  alle  k  noch  alle  /i  gleichzeitig  ver- 
schwinden können. 
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10.   Wir  gruppieren  jetzt  die  Glieder  der  mittleren  Summe  der  rechten 
Seite  von  (50),  indem  wir  die  Gesamtheit  der  Glieder,  für  welche 

(51)  K  +  l^i  =  '^i  (i  =  l,2,...,p) 

ist,  in  derselben  Gruppe  (vj ,  v^,  .  .  .,  v^)  zusammenfassen.  Bei  jeder  Vertauschung 
der  Größensysteme  u,  v,  w  werden,  wegen  der  Symmetrie  von  {w,  v,  w\^,  die 
Glieder  einer  Gruppe  untereinander  einfach  vertauscht. 
Es  sei 

(52)  6,,,("x  +  ^^f  (%  +  ^.t- .  •  K  +  V'" «'  ■  ■  <' 

ein  Glied  der  Gruppe  (v^,  Vg,  .  .  .,  v^.  Es  sei  ferner  etwa  A^  >  0  und  also 
M^x  '^  "^r    ^^^  Glied  (52)  enthält  u.  a.  den  Bestandteil 

(53)  &,  ,  A,  /t,  v^. . .  v^*-^  %^*- '  «^1+  \  . .  v'p  <\  . .  ufp, 

\        /  /.ffl     xfx     1  X  — Ix  x  +  1  p         1  p   ' 

welcher  durch  Vertauschung  der  Größenreihen  u  und  w  in  einen  Teil  eines 
gewissen  zu  derselben  Gruppe  gehörigen  Gliedes  übergehen  muß.  Dieses  Glied 
ist,  wenn  wir  den  Koeffizienten  desselben  mit  &„    bezeichnen 

(54)  \Ju,  +v,r  .  ■  .  K-^+v.-.^y''-'0',.  +  vJ^■-\u^^,-\-v,^J''-^  .  .  . 
Der  Ausdruck  (53)  kann  somit  auch  in  der  Form  ^) 

^'^       ''.(y-(t:)(i:=;)G::)-(9-»'- 

1  X— Ix  x+1  pl  p 

geschrieben  werden,  woraus  sich  zwischen  den  Koeffizienten  die  Beziehung 

(56)  "«^.-j/TllOj^ 

1  =  1 

ergibt. 

Zur  Untersuchung  der  Abhängigkeit  der  p  Konstanten  h^^, .  .  .,h^    von- 
einander betrachten  wir  die  folgenden  zwei  Glieder  der  Klasse  {v^,  Vj, .  .  .,  v^: 

KS^i  +  «i)"'"'  (**2  +  ^J"'  ■■{%  +  ^pT'', 

«>.,(%  +  ^i)'^  •  •  (^*x-i  +  «x-i)''''-HWx  +  0''''"'(«*x+i  H-^x+i)"''-''. .  •        . 

i^-^^pY^^y 
Diese  Glieder  enthalten  bzw.  die  Bestandteile 

1.  V,  —  1       V,  Vy  ..  l        1\.  —  1        Vy  A.  l  V„ 

K  1^1  w,  t^,        V  * .  .  .  t;     ,    t'  *"      V  "J^,.  .  .  vP  w^ , 

v^    1     1     l  2  y.  —l        X  z  +  l  p  " ' 

welche  durch  Vertauschung  der  Variablenreiheu  u,  w  ineinander  übergehen 
müssen.    Man  erhält  dadurch  die  Relationen 

(57)  '^==S-(^C^.  (.^..,v...P) 


1)    Wir    bedienen    uns    hier    der    Bezeichnung    I     j 


m{m  —  1) . . .  (m  —  »  -f-  1) 
12-...  « 


Wenn  ein  v^  und  somit  auch  i^  Null  ist,  hat  man  einfach  (  ''j  =  1  zu  setzen. 
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Aus  (56)  und  (57)  folgt  nun 

Hieraus  geht  aber  hervor,  daß  die  Summe  der  Glieder  der  Gruppe  {v^,v^, ..  ,  t/^j 
gleich 

1=1  J  =  1  t  =  1 

ist. 

11.    Aus  dem  Vorhergehenden  ergibt  sich  nach  (50)  für  {»,v,w]^  eine 
Darstellung  der  Form 

(58)  {u,v,w}„^{u,v}„  +^C(,)(w,  +  v,f^  {u,  + 1;,)'* . . . (w^  +  v/p 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

{ w,  v }  ^  +^C(;i)  (Mj  +  vj^'  .  .  .  (m,  +  v^^v  =  i>  (*l,  V) 

ist  somit  nach  (58)  der  Ausdruck  i)  (m,  v)  +  jj  {w)  eine  symmetrische  Funktion 
der  Größenreihen  m,  v,  w,  so  daß  folglich 

Für  t^Jj  =-  Wj  =    •  •  —  t<;.,  -=  0  folgt  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen,  weil 
X(0)  =  U  ist, 

(59)  t^(M,  V)  =  ^(m,  0)  +  l{v) 
und  aus  der  zweiten 

r\){u,  0)  -  ;u(m)  =  ^(v,  0)  —  jr(o)  =  Konst. 

Da  ^(0,  0)  -==  ;|r(0)  =  0,  ist  diese  Konstante  gleich  Null,  woraus  folgt:  i){u,  0) 
^  ;j(w).    Die  Gleichung  (59)  gibt  aber  dann 

oder 

(60)  {  a,  v\^^  -2\i)  i.Wi  +  «i)''  (^2  +  i'a/^  --'{u^^^X' 

+^X,) (<  w^  .  .  t*^^  +  t;^  t;^  .  .  A). 

Wir  kehren  jetzt  zu  unserem  Multiplikationstheorem 
9),(2mi,  2m„  . . .,  2m^)  -  2<;p^(mi,  Mj,  .  .  .,  w^)  +  ^,{<3p(wi,  w„  .  .  .,  u^)\ 

=  S,{9>(m);  9j(w)} 

zurück,  dem  die  Reihen  (44)  genügen.  Man  erhält  hieraus  allgemein  (vgl,  (45) 
und  (46)): 

{m,w}„=.{2m,0}„ 
und  alsdann  aus  (60) 

(2«-2)^rf(,^M^w^..M>=o, 

welche  Gleichung,  weil  w  >  1  vorausgesetzt  ist,  nur  unter  den  Bedingungen 
d^i^  =  0  in  den  Variabein  m^,  Mj,  .  .  .,  m    identisch  bestehen  kann. 
Die  Gleichung  (60)  gibt  dann 

(61)  \u,v]^  -  -^Cw(Wi  +  '^^t  (^,  +  1^»)'^  .  .  .  (^  +  ^v)'^ 
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wobei  nach  (46) 

(62)  -  C(,5  =  «(,) 

ist.    Die  Nr.  9  aasgesprochene  Behauptung  ist  hiermit  bewiesen. 

Nach  (45),  (61)  und  (62)  ist  somit  für  alle  Werte  der  Größenreihen  w,  v,  w 

Die  Lösungen  des  Gleichungssystems  (41)  des  Multiplikationstheorems  genügen 
daher  dem  Gleichungssystem  (42)  des  zugeordneten  Additionstheorems.  Der 
in  Nr.  8  ausgesprochene  Satz  ist  hiermit  bewiesen. 

12.  Es  erübrigt  noch  zu  zeigen,  daß  das  Punktionensystem 

(63)  <??,  (m^  ,  Mj  ,  .  .  . ,  U^,  (1  =  1,  8, . . .,  ») 

welches  durch  Adjunktion  der  //  —  -p  algebraischen  Punktionen 

(64)  9>p  +  l  =  ^p+l(9l.  9'2,  •  •  -y  fPp),    •■■,'Pn-  ^niVu  fPtf  ■  ■  ■>  %) 

ZU  den  p  ersten  Punktionen  (63)  erhalten  wird,  dem  Gleichungssystem 

(65)  <p^{ui  -f  v^,  Wg  +  «Jo, . . .,  Uj,  +  Vp)  =  12^  {  9(mi  ,  Wg, .  .  .,  w,);  (p{y^,  v^,.. .,  v^)  \ 

(v  =  1,  2,  . .  .,  n) 

genügt.  , 

BetreflPs  der  p  ersten  Gleichungen  ist  die  Behauptung  ohne  weiteres  evi- 
dent. Was  die  anderen  Gleichungen  betrifft,  so  bemerken  wir,  daß  wegen  der 
Gleichungen  (32),  denen  die  Funktionen 

genügen,  nach  (31)  die  Gleichungen 

(66)  F,{R^[(p{uy,  qp(v)},  2?2{9>(M);  tp{v)],  . . .,  Äjqp(M);  ^>{v)])  ^  0 

{y.=  1,  S, .  . .,  5) 

und  daher,  nach  dem  oben  Gesagten,  auch  die  Gleichungen 

(67)  P^(gji(w  + v), . .  .,  ip^{u-\-v),  Rp+Afi^h  (fiv)},  •  • .,  i2j9>(w);  (piv)])  -  0 

(x  =  1,  Ü, .  .  .,  2) 

gültig  sind.  Weil  aber  andererseits  die  Gleichungen 

(68)  PJ(p^{ui-v),(p^{ui-V),...,(p„(ui-V)^0  (x  =  l,2,    ..,v) 

identisch  erfüllt  sind,  so  folgt  daraus  das  Bestehen  der  n  —  p  =^  q  letzten  Glei- 
chungen (65). 

Die  Gültigkeit  des  Additionstheorems  (65)  ist  hiermit  bewiesen.  Zugleich 
läßt  sich,  wegen  der  Rationalität  des  betreffenden  Additionstheorems,  der  Schluß 
ziehen,  daß  die  Punktionen 

(63)  9,  (Mi  ,  Wj,  .  .  .,  Mp)  (V  =  1.  2, .  .  .,  «) 

ffir  alle  endlichen  Werte  eindeutige  meromorphe  Punktionen  sind. 
Nun  sind  die  p  Punktionen 

(69)  (p,{u^,  Wo, .  .  .,  w^),     tp^iu^,  u^,  .  .  .,  Up),     .  . .,     (ppiu^,  M,, . .  .,  Up) 

der  p  unabhängigen  Variabein  Wj,  u.^,  .  .  .,  u  nach  der  Porm  ihrer  Reihenent- 
wicklungen (Nr.  7)  voneinander  unabhängig.  Wir  können  daher  auf  dieselben 
den  in  der  Einleitung  zitierten  Satz  von  Weierstraß  anwenden  und  haben  das 
Resultat,  daß  die  Punktionen  (69)  und  somit  auch  die  n  —  p  von  ihnen  alge- 
braisch abhängigen  Punktionen 
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(ö^')  fPp  +  i  -  ^p+li'Pl,  <P2>  ■  '  •>  9>p),  ■  •  •,  Tn  =  ^«(9^1,  (P27  ■  •  -y  9>p) 

algebraische  Funktionen  Abelscher  Funktionen  oder  Degenerierte  solcher  Funk- 
tionen sind.  Aus  der  Eindeutigkeit  der  Funktionen  (69)  und  (69')  folgt  aber 
dann,  daß  auch  diese  Funktionen  selbst  Abelsche  Funktionen  bzw.  Degenerierte 
derselben  sind. 

Indem  wir  gemäß  (39)  wieder  u  als  unabhängige  Variable  einführen,  ge- 
langen wir  zum  folgenden 

Satz.  Jedes  dem  rationalen  Additionstheorem  (17')  genügende 
Funktionensystem  wird,  unter  den  im  Satze  Nr,  6  genannten  Voraus- 
setzungen, aus  den  Abelschen  Funktionen 

(p^.{ß^U,ß2U,...,ßpll)  (.=1.  »,....„) 

der  p  Variabein  ß.u  mit  demselben  Periodensystem  bzw.  aus  ihren 
Degenerierten  durch  die  Spezialisierung  der  Konstanten  ß^  ß^,  • . .,  /3 
erhalten. 

13.  Über  die  gegenseitige  Beziehung  der  allgemeinen  Lösungssysteme  des 
Additionstheorems  (17')  und  des  zugeordneten  Multiplikationstheorems 

(70)  (p^{2u)==B^{(p{ii)',(p{u)]=^2(pXu)^-r^{(p{uy,(p{u)]  (.  =  1,2,...,«) 
können  aus  dem  Vorhergehenden  folgende  Schlüsse  gezogen  werden. 

Nach  Poincare  besitzt  die  allgemeine  Lösung  der  Gleichungen  (70)  die 
Form 

(pXu)==ßyU^ (.=1,2,    ...,«). 

wo  die  w  Koeffizienten  ßi,  ß^,  •  •  -,  A«  sämtlich  als  arbiträre  Parameter  auftreten. 
In  den  oben  betrachteten  Funktionen  (69),  welche  auch  ein  Lösuugssystem 
von  (70)  bilden,  sind  die  entsprechenden  Koeffizienten  /3i,  /Sg,  .  .  .,  ß  gleich- 
falls arbiträre  Parameter,  wogegen  die  Koeffizienten  ßp^i,  •  •  •■,  ß„  der  ersten 
Potenz  von  u  in  den  folgenden  Funktionen  (69')  sich  wegen  der  Beziehungen 
(69')  als  lineare  homogene  Funktionen  von  ßi,  ß^,  •  •  ■,  ßp  ergeben: 

(71)  ßp^,=:Sni,^.J.-  (.  =  i,2,....„..p) 

z  =  l 

Da  nun  die  Lösungen  von  (70)  eindeutig  bestimmt  sind,  sobald  die  Werte  von 
ßi}  ßi)  •  •  '}  ßn  gegeben  sind,  schließen  wir  hieraus  das  folgende  Resultat: 

Die  allgemeinsten  Funktionen,  die  das  Additionstheorem  (17') 
besitzen,  werden,  unter  den  Nr.  6  genannten  Bedingungen,  aus  den 
allgemeinen  Lösungen  des  Systems  (70)  erhalten,  wenn  man  zwi- 
schen den  n  Parametern  ß^,  ß^,  .  .  .,  ß^,  die  in  diesen  auftreten,  die  li- 
nearen Relationen  (71)  aufstellt. 

14.  Wir  wollen  jetzt,  von  dem  Gleichungssystem  (17')  ausgehend,  auf  die 
Bestimmung  der  algebraischen  Gleichungen  (32)  näher  eingehen. 

Indem  wir  zunächst  auf  die  Bedingungen  (ol)  keine  Rücksicht  nehmen, 
betrachten  wir  nur  diejenigen  unter  den  gesuchten  irreduziblen  Gleichungen 
(32),  die  zum  Bestehen  der  Gleichungen  (30)  notwendig  und  hinreichend  sind. 
Es  seien 

(72)  PAtuU.--;Q  =  ^  ^"-^'^ 2»^') 
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diese  Gleichungen,  wo  für  t  sukzessiv  x,  y,  z  zu  setzen  sind.  Diese  Gleichungen 
können  stets  so  gewählt  werden,  daß  ihre  Gradzahlen  unterhalb  einer  von  den 
Funktionen  Q{x,y,z)  abhängigen  Grenze  r  liegen,  deren  Bestimmung  eine  al- 
gebraische Aufgabe  ist,  die  wir  hier  nicht  näher  behandeln  werden. 
Wir  nehmen  nun  q^  irgendwie  <  w  an  und  setzen 

(73)  p.(^t,^2,••.,ü=-2^o£^<•^^^••<^ 

wo  die  rechten  Seiten  allgemeine  ganze  Funktionen  rten  Grades  mit  unbe- 
stimmten Koeffizienten  bezeichnen.  Wir  betrachten  das  Gleichungssystem 

^'^^  9X-,y,^)  =  o  (::;,1;::.:r^) 

und  drücken  die  Bedingung  aus,  daß  die  n  zuletztgeschriebenen  Gleichungen 
eine  Folge  der  ^q^  ersten  Gleichungen  sind.  Wir  erhalten  in  dieser  Weise  eine 
Anzahl  algebraischer  Gleichungen  zwischen  den  unbestimmten  Koeffizienten. 

Es  sind  jetzt  zwei  FäUe  möglich.  Entweder  können  diese  Gleichungen  nur 
durch  die  Annahme,  daß  alle  C,^.  =  0  sind,  befriedigt  werden,  oder  es  sind 
auch  aus  nicht  lauter  Nullen  bestehende  Lösungen  vorhanden.  Im  ersten  Falle 
ist  die  Unmöglichkeit  der  gemachten  Annahme  über  die  Größe  der  Zahl  q^  dar- 
getan, im  zweiten  Falle  dagegen  bestimmt  jedes  Lösungssystem  0|^|  ein  Glei- 
chungssystem (72),  welches  den  aufgestellten  Forderungen  genügt.  Wir  geben 
der  Zahl  q^  der  Reihe  nach  alle  Werte  von  1  bis  n  —  1  und  haben  daher  ein 
Verfahren  zur  expliziten  Aufstellung  der  Gleichungen  (72)  vermittels  einer  end- 
lichen Anzahl  algebraischer  Operationen. 

15.  Wir  berücksichtigen  jetzt  die  Bedingungen  (31)  und  bilden  zuerst  die 
Gleichung 

(75)  Pi(22i{^;  2/1;  B,{x',  y],  .  . .,  BJx;  y})  =  0. 

Man  hat  hier  zwischen  zwei  verschiedenen  Fällen  zu  unterscheiden.  Entweder 
ist  die  Gleichung  (75)  eine  Folge  der  Gleichungen 

(76)  p^{xi,x^,...,xj  =  o,   P,(yi>y2,--;y.)  =  o      (x  =  i,2,...,5.) 

oder  es  ist  dies  nicht  der  Fall.  Im  ersten  Falle  lassen  wir  die  Gleichung  (75) 
beiseite.  Im  zweiten  Falle  adjungieren  wir  zum  Gleichungssystem  (72)  eine 
oder  mehrere  Gleichungen,  bis  ein  Gleichungssystem  erhalten  wird,  aus  wel- 
chem die  Gleichung  (75)  als  eine  Folge  hergeleitet  werden  kann.  Man  hat  wie 
früher  eine  obere  Grenze  für  die  Gradzahl  der  gesuchten  Gleichungen,  und  diese 
Gleichimgen  können  daher  vermittels  algebraischer  Operationen  gefunden 
werden. 

Die  nächsten  Schritte  bestehen  in  der  sukzessiven  Bildung  der  übrigen 
Gleichungen 

(77)  P.^XI^,{^-,y},  I{,{x',y ],...,  RJx;y})  ^0  (x  =  1,2....,,,) 

und  ihrer  Behandlung  in  der  oben  geschilderten  Weise,  indem  man  jedoch  stets 
nicht  nur  die  Gleichungen  (72),  sondern  auch  die  Gesamtheit  der  schon  zu  ihnen 
adjungierten  Gleichungen  berücksichtigt.    Es  seien 

(78)  P^(^l,^2,  .  .  .,y  =  0  (x  =  j,+  l,  jo  +  2 fix) 
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die  SO  erhaltenen  neuen  Gleichungen.  Man  fahre  danach  mit  der  Bildung  der 
Gleichungen 

P^{Bi{x]y],  B^{x;y},  .  .  .,  B^{x;y])  =  0  (x  =  90  +  1,90  +  8, •..,9.) 

fort,  indem  man  untersucht,  ob  diese  Gleichungen  eine  Folgerung  von  (72) 
und  (78)  bilden  oder  nicht,  und  man  adjungiere  im  letzten  Falle  eine  Anzahl 
neuer  Gleichungen  zu  (72)  und  (78).  Durch  endlich  viele  derartige  Schritte 
gelangt  man  schließlich  entweder  zu  einem  oder  mehreren  Gleichuugssystemen 
(32)  Px(^i,^2,---,O  =  0  (x  =  i. »....,  9) 

welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  sowohl  die  Gleichungen  (30)  als  (31)  eine 
Folgerung  der  für  t  =  x,y,  z  geschriebenen  Gleichungen  (32)  sind,  und  aus 
jedem  solchen  System  ergibt  sich  nach  Nr.  13  ein  von  gewissen  Parametern 
abhängiges  Lösungssystem  von  (17');  oder  aber  man  findet,  daß  für  keinen 
Wert  q  <.n  ein  derartiges  System  (32)  existiert,  und  in  diesem  Falle  besitzt 
das  System  (IT')  kein  Lösungssystem,  das  sich  nicht  auf  Konstanten  reduziert. 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  daß  nicht  jedes  in  oben  angegebener 
Weise  gefundene  Lösungssystem  eine  allgemeine  Lösung  zu  sein  braucht. 
Wenn  nämlich  die  zu  zwei  Werten  q^  und  q^  gehörigen  Gleichungssysteme  (32) 
die  Eigenschaft  haben,  daß  sämtliche  Gleichungen  des  letzteren  Systems  in  dem 
erstgenannten  System  vorkommen,  so  ist  die  zum  ersteren  Gleichungssystem 
geordnete  Lösung  als  eine  partikuläre  Lösung  in  der  letzteren  Lösung  ent- 
halten. 

16.  Durch  explizite  Aufstellung  der  Gleichungen  (32)  ist  zugleich  die 
Darstellung  der  Differentialgleichungen,  denen  die  Abelschen  Funktionen  (40) 
genügen,  auf  algebraischem  Wege  möglich.  Wenn  nämlich  in  den  Gleichungen 
(42)  die  Entwicklungen 


9.(«  +  v)-9.W+^«,^>  + 


p 


eingeführt  werden,  so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von 

VifV^,.  .  .yVj^  zunächst  die  Ableitungen  -P^  erster  Ordnung  als  algebraische 

Funktionen  der  Funktionen  (fi,  g^t,  ■  ■  ,  (Pp-    Daraus  erhält  man  aber  dann  un- 
mittelbar die  gesuchten  Differentialgleichungen 

p 
(79)  du^  -^fuA^i >^%,      ■,  %) dtp^,  (M-hi,.. ; P) 

v=l 

deren  Koeffizienten  sich  aus  den  Ableitungen     T        in  bekannter  Weise  ratio- 
nal zusammensetzen. 

17.  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  beziehen  sich  ausschließlich  auf 
das  transformierte  Additionstheorem  (17'),  dem  die  Lösungen  des  ursprüng- 
lichen Additionstheorems  (5)  nach  Ausführung  der  Transformation  (7)  genügen. 
Wir  fragen  jetzt  nach  denjenigen  Bedingungen,  unter  welchen  irgendeiner 
Lösung 
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(80)  ^i(w),  ^sH---,  ^«W 

des  transformierten  Additionstlieorems  vermittels  (7)  eine  Lösung 

(81)  <pi(u),  cp^iu),  .  .  .,  9D„(w) 

des  ursprünglichen  Additionstheorems  zugeordnet  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  daß  man  beim  Übergang  von  dem  Glei- 
chungssystem (5)  zu  (17')  zwei  Schritte  gemacht  hat,  welche  hier  berücksich- 
tigt werden  müssen. 

Der  erste  Schritt  besteht  in  der  Aufstellung  der  Gleichungen  (13),  welche 
mit  Rücksicht  auf  (8)  und  (9)  in  der  Form 

(82)  ^,(w)  =  i2,{JR{^(w)  +  95(c);  (pi-l))',  (p{h)} -  (p^{c) 
geschrieben  werden  können.    Wegen  der  aus  (7)  für  m  =  —  c  bzw.  w  ==  —  a 
erhaltenen  Relationen 

.„„.  9',(0)  =  9'..(c)  +  ^.(-c) 

und 

9^.(0)  =  <Pr(P  +  (-&))  =  I^A9>ib),  <P(-f>)} 
lassen  sich  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (82)  algebraisch  aus  den  Funk- 
tionswerten 

zusammensetzen,  wobei  die  Koeffizienten  von  den  Konstanten  9?,,(0)  ==  x,,  ab- 
hängen.   Diese  Konstanten  können  aber  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

welche  man  aus  (5)  für  w  =  v  =  0  erhält,  gefunden  werden. 

Es  sind  jetzt  zwei  Fälle  möglich;  entweder  sind  alle  Gleichungen  (82) 
eine  Folgerung  der  für 

geschriebenen  Gleichungen^) 

(32)  P.Äk,ii,--'.Q-^  (-1.3,...,,) 

oder  dies  ist  nicht  der  Fall.  Im  letzteren  Falle  hat  man  das  Gleichungssystem 
(32)  durch  Adjunktion  neuer  Gleichungen  zu  erweitern,  was  nach  der  Nr.  14 
angegebenen  Methode  durch  endliche  Mittel  ausführbar  ist. 

Der  zweite  Schritt,  auf  welchen  oben  hingewiesen  wurde,  besteht  in  der 
Symmetrisierung  der  rationalen  Funktionen  (16).  Man  erhält  dadurch  die  Glei- 
chungen 

rAt{u)',ij(v)}  =  rJil; {v) ;  ^ (ii) } , 

die  im  Hinblick  auf  (16)  und  auf  die  obigen  Resultate  durch  ein  System  alge- 
braischer Gleichungen  zwischen  den  Funktionen  (80)  ersetzt  werden  können. 
Man  kann  hier  dann  die  obigen  Schlüsse  wiederholen  und  gelangt  zum  ent- 
sprechenden Resultat. 

Nun  folgt  aus  jeder  der  oben  adjungierten  Gleichungen  eine  lineare  homo- 
gene Relation  zwischen  den  Parametern 

1)  Vgl.  Fußnote  S.  y. 
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Diese  linearenRelationen  zusammen  charakterisieren  vollstän- 
dig die  Gesamtheit  der  Lösungen  von  (17'),  welche  durch  (7)  in 
eine  Lösung  des  ursprünglichen  Additionstheorems  übergehen. 

Aus  dem  Obigen  ergibt  sich  zugleich  eine  explizite  Darstellung  der  Trans- 
formation (7)  in  algebraischer  Form. 

Diese  Transformation  wird  durch  die  n  rationalen  Funktionen 

(84)  x:==^BAx-,C)-C, 
dargestellt,  wo 

^v=^»^     <=^,.(w),     C^-(Pr{c) 

gesetzt  ist.  Wegen  der  Relationen  (83)  können  aber  die  Parameter  C^  durch 

t^„(— ^)  (t=l,2,...,  n) 

ersetzt  werden,  welche  den  bekannten  algebraischen  Gleichungen  (32)  unter- 
worfen sind. 

Man  gewinnt  dadurch  den  Ausdruck  der  gesuchten  Transformation  in  ex- 
pliziter Form,  wo  eine  Anzahl  willkürlicher  Parameter  algebraisch  auftreten. 
Aus  den  Überlegungen  der  Nr.  3  geht  hervor,  daß  diese  Parameter,  unter  Ver- 
meiden gewisser  Ausnahmswerte,  willkürlich  gewählt  werden  können. 

18.  Wir  woUen  unsere  bisherigen  Resultate  im  folgenden  Satze  zusam- 
menfassen. 

Satz.  Die  allgemeinen  Lösungen  des  rationalen  Additionstheo- 
rems (5)  bestehen  aus  Funktionensystemen  der  Form 

(85)  9',.(i8i  w,  ß^u,.  ..,  ßpti),  ("  =  1.  s «) 

wo  /3j,  /Sg,  ■  •  ■,  ßp  willkürliche.  Parameter  bezeichnen;  diese  Funktio- 
nen sind,  als  Funktionen  der  Argumente 

ßiU,  ß^u,  .  ■  .,  ßpU 

betrachtet,  Abelsche  Funktionen  mit  demselben  Periodensystem 
bzw.  Degenerierte  solcher  Funktionen 

Die  Bestimmung  der  Zahl  p  sowie  der  zwischen  den  Funktionen 
(85)  herrschenden  algebraischen  Gleichungen  ist  auf  algebraischem 
Wege  möglich.*) 

19.  Wir  behandeln  zum  Schluß  einige 

Spezialfälle. 
Wir  betrachten  das  Gleichungssystem 

(Py{u  +  V)  =  GJ(p(uy,(p{v)]  (,  =  1,  !,...,«) 

wo  G^  ganze  rationale  Funktionen  bezeichnen.  Wegen  unseres  letzten  Satzes 
reduzieren  sich  die  Lösungen  offenbar  auf  ganze  lineare  Funktionen  bzw. 
Exponentialfunktionen. 

1)  Wenn  man  nicht  wie  in  Nr.  14  das  Additionstheorem  in  der  Form  (17')  als  ge- 
geben annimmt,  hat  man  bei  der  Bildung  der  Gleichungen  (32)  zu  berücksichtigen,  daß 
die  Gleichungen  (32)  auch  zwischen  den  Parametern  <^,  x=t^^( — c),  il}f,{ — a)  stattfinden, 
dift  in  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (iT)  nach  Nr.  17  algebraisch  vorkommen. 
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Wir  behaupten  ferner,  daß  im  Falle  g  =-  0,  jp  =-  n,  d.  h.  wenn  die  Glei- 
chungen 

R^{B{x-y)',z}=^  B^{x]  Riy^e)  }  (» =  i, 2, . . ., n) 

in  den  Variabein  x,  y,  z  identisch  bestehen,  die  betreffenden  Gleichungssysteme 
(5)  vermittels  elementarer  Funktionen  lösbar  sind.  In  der  Tat  sind  dann  die 
Koeffizienten  /"„ ,,  in  den  zugeordneten  Differentialgleichungen  (79)  rationale 
Funktionen,  und  die  Größen  Mj,  Wg,  .  .  .,  u  sind  daher  algebraisch-logarithraische 
Funktionen  von  gpj,  9)2?  •  •  •}  ^p-    Dann  sind  aber 

9'i(W'i,  %,  •  • .,  %),  q^iiui,  «2,  •  •  •,  %),  ■  ■  ■,  (Ppi:^!}  %^  •  •  •;  %) 

rationale  bzw.  Exponentialfunktionen. 

In  dem  zweiten  exti-emen  Falle  q  ==  n  —  1  j?==l  sind  die  Gleichungen  (5) 
vermittels  elliptischer  Funktionen  lösbar.  Für  den  FaU  w  =-  2  ergibt  sich  hier- 
aus das  folgende  Resultat: 

Satz.  Das  Gleichungspaar 

9i  (m  -f-  ü)  =  i?^  (^,  (M),  cp,iu) ;  91  (V),  (jpj (v)) 

9?2  («*  +  v)  ==  ^2  {(Pi  (w);  9^i  00 ;  (pi  {V),  (p2  (V)) 
ist  stets    vermittels    elliptischer    Funktionen    bzw.    Degenerierter 
derselben,  d.h.  rationaler  und  Exponentialfunktionen^)  lösbar. 
Im  niedrigsten  Falle  «  =  1  ist 

^  ^  '  1  —  0  qo  (w)  qp  (v) 

die  allgemeinste  Form  des  aus  einer  einzigen  Gleichung  bestehenden  Additions- 
theorems (17'),  wie  man  leicht  findet,  weil  ^{9?(w)*,  9'(t')}  offenbar  eine  line- 
are Funktion  der  beiden  Argumente  ist.  Die  allgemeine  Lösung  ist  in  der 
Form  q){ßu)  darstellbar,  wo  cp{u)  das  für  u  —  0  verschwindende  Integral  der 
Differentialgleichung 

q)'(u)  —  1  +  aq)(u)  -f-  h(p^(u) 

bezeichnet.  Die  Funktion  ist  eine  rationale  Funktion  bzw.  eine  rationale 
Funktion  der  Exponentialfunktion. 


II.  Funktionen  mehrerer  Verändörlichen  mit  rationalem  Additionstheorem. 

20.  Wir  werden  in  diesem  Kapitel  Systeme  analytischer  Funktionen 

(86)  9)1  (mj,  W2, . .  .,  mJ,  9)3 (mi.  Mg, . .  .,  uj,  . . .,  (p^{u^,  M2,  ■  • ',  wj 
mehrerer  Veränderlichen  untersuchen,  welche  ein  rationales  Additionstheorem 
der  Form 

(87)  (p^Ui  +  t^i ,  %  +  «'s,  .  .  . ,  W'^  +  vj  ==  R^ { (p(ui,  Mg, . . .,  uj-,  (p(v^,  t\, . . .,  O } 

(v  =  1,  2,  .  .  .,  «) 

besitzen. 

Die  allgemeinen  Lösungen  von  (87)  kann  man  vermittels  der  Lösungen 
des  für  m  =  1  aus  (87)  erhaltenen  Additionstheorems  (5)  ohne  weiteres  dar- 
stellen. 


1)  und  ihrer  Kombinationen. 
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Es  sei  nämlich 

(88)  <Pr(ßl^i,  ßiU, ....  fij,u)  0  =  1. «, . . ,  ») 
irgendeine  allgemeine  Lösung  von  (5).   Wir  setzen  in  (88) 

(89)  ßfU  =^(7,..t  %  (i  =  1.2,...,  p) 

und  erhalten  ein  System  analytischer  Funktionen  der  m  Veränderlichen  u^,  u^, 
.  .  .,  w„,  welche  dem  Gleichungssystem  (87)  offenbar  bei  beliebigen  Werten  der 
willkürlichen  Konstanten  (7,.  ^  genügen. 

Wir  behaupten,  daß  durch  die  Funktionensysteme  (88)  die  Gesamtheit  der 
analytischen  Lösungen  des  Gleichungssystems  (87)  gegeben  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  daß  bei  beliebiger  Anzahl  m  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  u^,  u^,  .  .  .,  u^  stets  ein  und  dasselbe  System  von  al- 
gebraischen Additionstheoremen 

(90)  (3P,,(i<i  +  Vi,  W2  4- 1?2,  •  •  •,  %  +  Vp)  =  S^  {cpitii,  11^,  .  .  .,  Up) ;  cp^v^,  v^,  .  .  .,  v^) } 

(..  =  l,3,...,p) 

aus  dem  rationalen  Additionstheorem  (87)  hergeleitet  werden  kann,  weil  die 
verschiedenen  Systeme  algebraischer  Gleichungen  (32)  zwischen  den  Funktio- 
nen (88)  offenbar  nicht  von  der  Anzahl  der  Veränderlichen,  sondern  von  den 
rationalen  Funktionen  B^,  allein  abhängen. 
Wir  setzen  jetzt  in  den  Gleichungen  (90) 

m 
A  =  l 

und  entwickeln  dabei  die  beiden  Seiten  nach  den  aufsteigenden  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  der  Variabein  Mj,  Mg,  .  .  .,  w^.  Durch  Vergleichung  der  Koeffi- 
zienten erhält  man  die  Koeffizienten  der  Reihen  (91)  als  eindeutige  (ganze 
rationale)  Funktionen  der  m  '  p  Anfangskoeffizienten  c,,^,  welche  willkürlich 
gewählt  werden  können.    Damit  ist  aber  die  obige  Behauptung  bewiesen. 

Wir  haben  daher  den 

Satz.  Die  allgemeinen  Lösungen  des  rationalen  Additions- 
theorems 

(92)  <p^(m,  +Vi,  W2+V2,    . .,  u^  +  vj  =  -Rv  {  <)pK^  %'  •  ■  -^  O;  ^('^'v  ^8,  •  •  •;  O } 

(i'=  1,2,  .  .  .,  n) 

sind  durch  die  Funktionen 

m  m  m 

(93)  <jp,  (^c,  ^  u^ ,  2ci .  M^ ,  .  .  . ,  ^c^  ,  M J  (V  =  1, 2, . .  , «) 
geliefert,  welche,  als  Funktionen  der  p  Argumente 

m 

(94)  ^c,,u^  (.  =  1.2,....?) 

betrachtet,  Abelsche  Funktionen  mit  demselben  Periodensystem 
bzw.  Degenerierte  solcher  Funktionen  sind. 
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III.  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  mit  verallgemeinertem  rationalen 

Additionstheorem. 

21.  Wir  gehen  von  dem  verallgemeinerten  rationalen  Additionstheorem 

(95)     (p,{u^  +  v„  u^i-v^, .  .  .,  u^ 4- vj  =  R,.  [(p(u),  <p(v\  -^ ,  -^ j 

aus,  wo  die  rechten  Seiten  rational  von  den  Funktionen  ^^^(wi,  Wj, .  .  .,  w„), 
g}^{vi,  v^,  .  .  .,  v^),  (x=  1,  2, .  .  .,  n)  und  ihren  Ableitungen  abhängen.  Wir  be-. 
haupten,  daß  das  durch  (95)  definierte  verallgemeinerte  Additionstheorem  stets 
durch  ein  gewöhnliches  Additionstheorem  ersetzt  werden  kann 

Zu  diesem  Zweck  entwickeln  wir  die  beiden  Seiten  der  Gleichungen  ver- 
möge des  Taylorschen  Lehrsatzes  nach  steigenden  Potenzen  von  v.  Durch  Ver- 
gleichung  djer  Koeffizienten  erhält  man  sämtliche  Ableitungen  der  Funktionen 
9'r(%7  ^2?  ■•  •>  ^wj)  ^^^  rationale  Funktionen  von  qp  und  von  endlich  vielen  Ab- 
leitungen dieser  Funktionen  ausgedrückt.  Es  sei     ^\     das  gemeinsame  Symbol 

dieser  letzten  Ableitungen.^)  Wir  bilden  aus  (95)  durch  Differentiation  nach 
den  Variabein  u  die  Ausdrücke  von 

(QQ-)  g^  qp  (u^  -i- 1?^,  tt,  4-  y,»  ■ . .,  u^  +  vj 

\     )  du^ 

Nach  dem  Vorigen  können  diese  Ausdrücke  als  rationale  Funktionen  der 
Funktionen  (p{u),  (p(v)  und  ihrer  Ableitungen  —ö^—  und  ^  \-  dargestellt 
werden,  welche  eine  gewisse  Anzahl  Parameter  enthalten  können.  Hieraus  geht 
aber  hervor,  daß  man  durch  Adjunktion  der  Ableitungen  o  V  ^^"^  Funktionen- 
system (p  ein  erweitertes  Funktionensystem  erhält,  welches  ein  rationales 
Additionstheorem  im  engeren  Sinne  besitzt. 

Wir  haben  daher  das  Resultat,  daß  jedes  Gleichungssystem, 
welches  ein  rationales  verallgemeinertes  Additionstheorem  defi- 
niert, vermittels  Abelscher  Funktionen  lösbar  ist. 


IV.  Funktionen  mit  algebraischem  Additionstheorem. 
22.  Wir  betrachten  zunächst  das  Gleichungssystem 

(97)  G^fp (w  +  V),  (p{u\  (p{v))  =  0  ("  =  1, 8,  ■  ■  ■, «> 

wo  G^.  ganze  rationale  Funktionen  der  Funktionen  einer  Veränderlichen 
(Piif),  .  .  .,  q)„(ty)  bezeichnen.  Wir  haben  ein  algebraisches  Additionstheorem, 
dessen  Behandlung  in  genau  derselben  Weise  geschehen  kann,  wie  die  des 
Additionstheorems  im  I.  Kapitel.    Wir  werden  dies  nur  in  aller  Kürze  zeigen. 

1)  Die  Ableitungen    nach  v  können    dann    auch    durch    endlich    viele   Ableitungen 
—^i      rational  ausgedrückt  werden. 

2)  i  — =  u,  V,  u  -\-  V. 
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Es  ist  auf  rein  algebraischem  Wege  möglich,  jedes  Gleichungssystem 
ZU  finden,  welches  die  Eigenschaft  hat,  daß  erstens  jede  der  Gleichungen 


(98)  (p^(u-]-V+w)  ==  (p^{u-\-V-\-tv),  (v  =  l,2 /.) 

deren  beide  Seiten  vermöge  (99)  als  algebraische  Funktionen  von 

^^  =  9^(W),       yf,  =  9>iu{^),       ^^  =  ^,.(W')  0'  =  l,2,...,n) 

dargestellt  werden  können,  eine  Folge  des  Gleichungssystems 

(X  =  1,  2,  .  ,  .,  g) 

wird,  und  zweitens,  daß  die  durch 

(99)  G^iS,  x,y)^0 

definierten  algebraischen  Funktionen  S^{x,  y)  unter  den  Bedingungen 

P^(rri,a:8,  ...,a;J  =  0,     V^{y^,y^,    ..,t/J  =  0        (x  =  1,2,...,«) 
die  Gleichungen 

identisch  befriedigen.  Man  erhält  dadurch  endlich  viele  Systeme  algebraischer 
Gleichungen 

(100)  P^(9i(w),  qpgCw), .  .  .,  9)„(M))  =  0  (X  =  1, 2, . . ., ,) 

zwischen  den  Punktionen  9?i(m),  (f^iy),  •  •  >,  y„(w) 
Wir  bezeichnen  mit 

(101)  <Pi{u),   ^iiu),   .  .  .,   CPp{u)  (p  =  n-g) 

irgend  j?  der  Funktionen  9,  durch  welche  wegen  (100)  alle  q  übrigen  Funk- 
tionen (p  algebraisch  ausgedrückt  werden  können.    Es  sei 

(102)  G,i(p{u  +  v),  (p{u),  (p{v))  =  0  (.  =  1,8,. .,p) 
das  Additionstheorem  des  Funktionensystems  (101).  Wir  behaupten,  daß  es 
nach  Ausführung  einer  Transformation  der  Form 

möglich  ist,  der  Funktionaldeterminante 

für  a;  =-!/=-  0  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  zu  geben. 

Es  seien  nämlich 

w  =  a,     V  =  h,     u  i-  V  =  a  -\-  b 
Werte,  für  welche 

DG{(p{u  +  v),<piu),(p{v))=^0 

ist.   Wir  setzen  c  =  a  -\-  h  und  erhalten  die  Gleichungen 

^.(^(w  + «')  +  ffic),  ^(w  +  a\  (p{v  +  &))  =  0, 
wo  cp{u-\-a),  q){v-i-h)  algebraische  Funktionen  von  V(w)  bzw.  il;(v)  sind.    Es 
seien  _ 

G:{S',x\y)^.0 

die  transformierten  Gleichungen  zwischen 

<===^v(");      y>--'^y{^),      'Sf;=^,(w  +  ü)  (v  =  i,a..      p) 
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und 

I)G\S\x,y') 

die  zugeordnete  Punktionaldeterminante.    Es  ist 

DG\0,  0,  0)  =  DG{<p{c),  cpia),  cp{b})  +  0, 
womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

23.  Wir  lösen  jetzt  die  Gleichungen  (102)  nach  den  Größen  (p^,(u-\-v) 
auf  und  erhalten  die  Gleichungen 

(103)  9'r(w  +  «^)  = 'S,,{9(w);  9)(y)},  (.=  1,2,..,;,) 
wo  S^  algebraische  Funktionen  bezeichnen,  die  den  Nullpunkt  x  =  y  =  0  zur 
regulären  Stelle  haben.  Durch  Symmetrisierung  und  Transformation  der  Glei- 
chungen auf  die  in  Nr.  4  angegebene  Weise  kann  man  wie  bei  rationalen  Ad- 
ditionstheoremen erreichen,  daß  die  algebraischen  Funktionen  S^  in  der  Um- 
gebung des  Nullpunktes  in  Reihen  der  Form 

'S'v{-^';«/}  =  ^\. +  3/^  H ("=  hi,--,p} 

entwickelt  werden  können,  die  nach  steigenden  positiven  Potenzen  von  x,  y 
fortschreiten. 

Nachher  gelten  die  bei  den  rationalen  Additionstheoremen  entwickelten 
Betrachtungen  ungeändert.    Das  aus  (103)  enthaltene  Multiplikationstheoreni 

(104)  ä,,(2m)  =  SAq>{iiy,  <p{u)]  (..  =  1,2....,^) 
genügt  den  Poincareschen  Bedingungen,  und  die  allgemeine  Lösung  von  (104) 
ist  zugleich  die  allgemeine  Lösung  des  Additionstheorems  (103). 

Diese  allgemeine  Lösung  ist  be.stimmt  bis  auf  2?  willkürliche  Parameter 
ßi)  ßif  •  •  •}  ßp)  ^^^  ^^  ^^^^  ^^^  Funktionen  (pi{ii),  ■  ■  ■,  (Pp(u)  analytische  Funk- 
tionen der  p  Argumente 

W,.  —  /3^W,  (<  =  l,8,...,p) 

die  das  algebraische  Additionstheorem 

(v  =  1,  2,  .  .  .,  p) 

besitzen.  Auf  Grund  des  Weierstraßschen  Satzes  kann  man  folgenden  Satz 
aufstellen : 

Satz.  Die  allgemeinen  Lösungen  des  algebraischen  Additions- 
theorems (97)  sind  durch  Funktionen  der  Form 

9^v{ßl^>  ßs^f  ',  ßp'^)  (V  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

darstellbar,  welche,  als  Funktionen  der  Argumente 

ßiU,  ß^u,  .  .  .,  ß^u 
betrachtet,  algebraische   Funktionen   Abelscher    Funktionen    mit 
demselben  Periodensystem  bzw.  Degenerierte  solcher  Funktionen 
sind. 

24.  Die  obigen  Resultate  können,  wie  bei  rationalen  Additionstheoremen, 
auf  Systeme  analytischer  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  sowie  auf  ver- 
allgemeinerte algebraische  Additionstheoreme  erweitert  werden.  Wir  können 
daher  den  folgenden  Satz  aussprechen,  welcher  unsere  Resultate  in  allgemein- 
ster Form  darstellt. 
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Satz.   Jedes  System  von  Funktionalgleichungen  der  Form 

ff„(^(«  +  .),  .p(«),  v(v),  ?\^p,  ^^)  =  0,  <,.M....,», 

wo  G    ganze  rationale  Funktionen  der  Funktionen 

^iK,  ^2, .  .  .,  uj,  (Pi(ui,  Mj,  . .  .,  wj,  . .  .,  9p„(mi,  %, . .  .,  mJ 
beliebig  vieler  Veränderlichen  sowie    ihrer    beliebigen    (gewöhn- 
lichen   oder   partiellen)    Ableitungen    bezeichnen,    ist    vermittels 
Abelscher  Funktionen  lösbar. 


Anhang. 

25.  Aus  den  Resultaten  des  IL  Kapitels  können  einige  Folgerungen  ge- 
zogen werden,  die  in  gewisser  Hinsicht  den  Satz  von  Weierstraß  ergänzen. 

In  dem  Weierstraßschen  Satze  werden  die  Funktionen  q)  als  voneinander 
unabhängig  vorausgesetzt.  Wir  wollen  hier  Systeme  voneinander  abhängiger 
Funktionen  betrachten,  die  ein  algebraisches  Additionstheorem  besitzen. 

Wir  gehen  von  irgendeiner  allgemeinen  Lösung 

n  n  n 

(105)  (p,  (^Ci ^  W^,    ^C^yU^,  ■■■,  2Cn  y.  %)  ("  =  ^  2,  •  ■  -  ») 

y.  =  \  x  =  l  z  =  l 

des  Additionstheorems 

(106)  9)^(%  +  «^1,  Wa  +  «^2;  •  •  ;  ^n  +  ^J  =  ^v  {  «pK»  %  •  •  v  ^Jl  ^'(^1^  %,  ■  ■  ;  ^„) } 

(V  =  1,  2,  .  .  ., ))) 

aus.  Unter  diesen  Lösungen  sind  die  Systeme  voneinander  abhängiger  Funk- 
tionen als  partikuläre  Lösungen  enthalten,  deren  Funktionald6terminunte 
0KJ>i^^i->-  ■■ifn)  -jj  ijezug  auf  die  Variabein  m.,  m«,  .  .  .,  ii„  identisch  gleich  NuU 
ist.    Das  Verschwinden  der  Determinante 


'11       ''l  i 

Co  i  Ca 


-'in 


welche  den  Wert  der  fraglichen  Funktionaldeterminante  für  u^  =  •  .  .  =  «,,  =  0 
darstellt,  ist  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Abhängigkeit  der  Funktionen. 

Wir  woUen  zeigen,  daß  diese  Bedingung  für  die  Abhängigkeit  der  Funk- 
tionen (p  auch  hinreichend  ist. 

Wir  nehmen  allgemein  an,  daß  alle  Unterdeterminanten  (w— 1)*®", 
(n—2y^'°;  ...  bis  zur  (w  —  p -j- 1)'®°  Ordnung  verschwinden,  während  wenig- 
stens eine  Unterdeterminante  (w—^)*®'"  Ordnung  nicht  Null  ist.  Es  ist  dann 
möglich,  die  Argumente 

n 
(107)  2Ci.,U.^  (i  =  l,2,.     .,n) 

z  =  l 

als  lineare  homogene  Funktionen  von  p  unter  ihnen  darzustellen,  wodurch  die 
Funktionen  (105)  in  die  Funktionen  von  p  unabhängigen  Veränderlichen  über- 
gehen, die  je  p  -f  1  genommen  miteinander  analytisch  verbunden  sind. 
Wir  haben  daher  folgenden,  von  Painleve  für  w  ==  2  bewiesenen  ^) 
Satz.  Die  analytisch  abhängigen  Lösungssysteme  des  Addi- 
tionstheorems (106)  können  nach  einer  linearen  Transformation  der 
Argumente  als  algebraische  Funktionen  von  Abelschen  Funktionen 
dargestellt  werden,  wo  n  —  p  der  Variabein  Null  sind.  Hier  bezeich- 
net p  die  Anzahl  der  unabhängigen  Funktionen  q). 


1)  Vgl.  die  S.  1  zitierte  Abhandlung,  S.  52. 
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